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Ь̵мцϜ ИмЎмвЯЮ Ь̵ЊУвЮϜ ЬϲЮϜ: 
Ь̵мцϜ дтϼвϦЮϜ: 
 АЧжЮϜ ϼϠϦЛж( )2;1;0A ̪( )1;2;2B ̪( )3;3;1C м ( )1;1;4D. 

(1 АЧжЮϜ ̵дϒ ФЧϲϦЮϜ A ̪B м CϝтмϦЂв д̵тЛϦ . 

 ϝжтϸЮ( )1;1;2AB -
gggd

 м ( )1;2;1AC
ggggd

 м 
1 1

1 2

-
¸ дϝКϝЛІЮϜ йжвм AB

gggd
 м AC

ggggd
 АЧжЮϜ сЮϝϦЮϝϠм ϝтА϶ дтАϠϦϼв ϼтО  

A ̪B м C ̵дϒ ϝвϠм ϝтмϦЂв д̵тЛϦ 1 2 1 1 0A A Ax y z- + - = - - = ̪1 1 2 2 1 0B B Bx y z- + - = - + - = 

 м1 3 3 1 1 0C C Cx y z- + - = - + - = дϗТ  1 0x y z- + - = рмϦЂвЯЮ ϣтϦϼϝЪтϸ ϣЮϸϝЛв ск ( )ABC. 

(2 ϨЯϪвЮϜ дϒ дϝтϠϦ ABCИыЎцϜ ЀтϝЧϦв . 

 ϝжтϸЮ( )1;1;2AB -
gggd

 йжвм 1 1 4 6AB= + + = 

 м( )1;2;1AC
ggggd

 йжвм 1 4 1 6AC= + + = 

 м( )2;1; 1BC -
gggd

 йжвм  4 1 1 6BC= + + = ϨЯϪвЮϜ дϺϖ ABCИыЎцϜ ЀтϝЧϦв . 

 йϦϲϝЂв дϒ ФЧϲϦЮϜ ̮
3 3

2
ϣϲϝЂв Ϣϸϲм . 

  дЪϦЮH РЊϦжв [ ]AB дϺϖ 
3 3

; ;1
2 2

H
å õ
æ ö
ç ÷

  йжвм 
9 9 3 2

4 4 2
CH = + = 

 йтЯКм( )

3 2
6

3 22

2 2 2

AB CH
S ABC ua

³
³

= = =. 

ϣтжϝϪ ϣЧтϼА :

( )
1 3 3

sin
2 3 2

S ABC AB AC ua
p

= ³ = 

(3 атЧϦЂвЯЮ сАтЂм ЬтϪвϦ дттЛϦ ()D рмϦЂвЮϜ ϸвϝЛт рϺЮϜ ( )ABC ϣАЧжЮϜ ЬвІтм D. 

 ϝжтϸЮ( )1; 1;1n -
gd

 рмϦЂвЯЮ свДϝж ИϝЛІ ( )ABC атЧϦЂвЯЮ йтϮмϦ ИϝЛІ мкм ()D. 

 ϣАЧж ЬЪ ЬϮϒ дв( ); ;M x y z атЧϦЂвЮϜ дв ()D ϝжтϸЮ DM t n=
ggggd gd

 Ϩтϲ tсЧтЧϲ ϸϸК . 

 йжвм( )

1

1 ;

4

x t

y t t

z t

= +ë
î
= - Íì

î = +í

y атЧϦЂвЯЮ сАтЂм ЬтϪвϦ ()D. 

(4ϒ (  ϣАЧжЮϜ ϤϝтϪϜϸϲϖ дттЛϦE. 

E  ЙАϝЧϦ ϣАЧж ск()D рмϦЂвЮϜм ( )ABC. 

  ϣЯвϮЮϜ Ьϲж

1

1

4

1 0

x t

y t

z t

x y z

= +ë
î
= -î

ì
= +î

î - + - =í

 йтЯКм  ( )1 1 4 1 0t t t+ - - + + - = йжвм  3 3 0t + = рϒ  1t =-. 

 дϺϖ( )0;2;3E. 

 ϣАЧжЮϜ дтϠ ϣТϝЂвЮϜ ϞϝЂϲD рмϦЂвЮϜм ( )ABC. 

( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

; 0 1 2 1 3 4 3d D ABC DE= = - + - + - =. 
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Ϟ(  дϝЂвт дтϺЯЮϜ дтϦϼЪЮϜ сϲАЂ рϾЪϼв дттЛϦ( )ABC ϣАЧжЮϜ сТ E ϝвлжв ЬЪ ϼАЦ РЊжм 3. 

( )( ); 3d D ABC = ϝкϾЪϼв дтϦϼЪЮϜ оϸϲϖ дϗТ D ϣтжϝϪЮϜ ϢϼЪЮϜ ϾЪϼв дмЪтТ 'D ϢϼтДж D пЮϖ ϣϠЂжЮϝϠ E .

  рϒE РЊϦжв [ ]'DD .

 дϺϖ ϝжтϸЮ'ED ED=-
ggggd gggd

 иϝжЛв 'EO OD EO OD+ =- -
gggd ggggd gggd gggd

 йжвм ' 2OD EO OD=- -
ggggd gggd gggd

 рϒ ' 2OD OE OD= -
ggggd gggd gggd
 

 йтЯКм
' 2 1D E Dx x x= - =- м 

' 2 3D E Dy y y= - = м 
' 2 2D E Dz z z= - = дϺϖ ( )' 1;3;2D -. 

сжϝϪЮϜ дтϼвϦЮϜ: 

I(  
()

()

2 3............. 1

2 3 2 3.... 2i

a b

a b

ë - =-î
ì
+ =- -îí

 дв ()1 ϸϮж 2 3b a= + сТ ЌтмЛϦЮϝϠ ()2 ϸϮж 2 2 3 3 2 3ia a+ + =- - 

4 3 3 2 3ia+ =- - йтЯКм 
3 3

2 2
ia

-
= - рϒ 

3 3

2 2
ia

-
= +. 

 йтЯКм
3 3

2 3
2 2

ib
å õ-

= + +æ ö
ç ÷

 рϒ 3ib=. 

II( (1ϒ (  ϣϠϝϦЪ
Az м CzсЂцϜ ЬЪІЮϜ пЯК . 

5

63 1 5 5
3 3 cos sin 3

2 2 6 6

i

Az i i e

p
p p

å õ
æ ö
ç ÷

å õ å õå õ å õ
= - + = + =æ ö æ ö æ öæ ö

ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷
 

5

63
i

B Az z e

p-å õ
æ ö
ç ÷= = 

3
i

A Cz z e
p

= иϝжЛв 3
i

C Az z e
p

-

= йтЯКм 
5 5

6 6 33 23 3 3
i ii i

Cz e e e e

p p pp på õ å õ
-- æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
å õ

= = =æ ö
æ ö
ç ÷

. 

* сЛтϠАЮϜ ϸϸЛЮϜ атЦ дттЛϦ n дмЪт пϦϲ ̪

n

A

C

z

z

å õ
æ ö
ç ÷

ϝϠЮϝЂ ϝтЧтЧϲ . 

3
i

A

C

z
e

z

p

=  йжвм  3

n n
i

A

C

z
e

z

på õ
=æ ö

ç ÷
. 

n

A

C

z

z

å õ
æ ö
ç ÷

 иϝжЛв ϝϠЮϝЂ ϝтЧтЧϲ arg 2

n

A

C

z
k

z
p p

å õ
= +æ ö

ç ÷
  йжвм  2

3

n
k

p
p p= + рϒ 3 6n k= + Ϩтϲ kÍ}. 

Ϟ(  ϞЪϼвЮϜ ϸϸЛЮϜ дϒ ФЧϲϦЮϜ

2015 1962 1435

2
3 3 3

CA B
zz zå õ å õ å õ

+ -æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷

сЧтЧϲ  .

2015 2015 5
1679

6 6 62 2 2 2 3
3

i i i
Az

e e e i

p p p
p p

³å õ å õ å õ
+ +æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷å õ
= = = =- -æ ö

ç ÷
 

( )

( )

1962 51962

6 1635
1

3

i
iBz

e e

p

p

å õ³ -
æ öæ ö -ç ÷å õ

= = =-æ ö
ç ÷
 

1435 1435

2 2

3

i i
Cz

e e i

p p
p

å õ å õ
+æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷å õ
= = =-æ ö

ç ÷
 

  йтЯКм

2015 1962 1435

2 3 1 3 1
3 3 3

CA B
zz z

i i
å õ å õ å õ

+ - =- - - + =- - Íæ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷

y .
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(2ϒ (  ϼІϝϠвЮϜ йϠϝІϦЯЮ ϣтмϜϾЮϜм ϣϠЂжЮϜ ϸтϸϲϦS иϾЪϼв рϺЮϜ O Ьмϲтм D пЮϖ A. 
5

5 76
6 4 6

4

3 3 6

22
2

i
i i

A

i
D

z e
e e

z
e

p
p p p

p

å õ
æ ö å õ å õç ÷ -æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷= = = 

 йϠϝІϦЮϜ ϣϠЂж йжвмS ск 
6

2
 йϦтмϜϾ м 

7

6

p
 .

Ϟ(  ϣϠϝϦЪA

D

z

z
рϼϠϮЮϜ ЬЪІЮϜ пЯК  .

( )( )

( )( )

3 3
3 3 2 23 3 6 2 3 6 2 32 2

1 2 2 2 2 2 2 8 8

A

D

i i iz i
i

z i i i i

- + - + -- + - + +
= = = = +

+ + + -
 

 ̮Ю ϣАмϠЎвЮϜ ϣвтЧЮϜ ϬϝϦжϦЂϜ
7

cos
6

på õ
æ ö
ç ÷

 м 
7

sin
6

på õ
æ ö
ç ÷

 .

 ϝжтϸЮ
7

66

2

i
A

D

z
e

z

på õ
æ ö
ç ÷= оϼ϶ϒ ϣлϮ двм 

6 2 3 6 2 3

8 8

A

D

z
i

z

- + +
= + 

 дϺϖ
7

66 6 2 3 6 2 3

2 8 8

i

e i

på õ
æ ö
ç ÷

- + +
= +   йжвм  

7

6 6 2 3 6 2 3

4 6 4 6

i

e i

på õ
æ ö
ç ÷

- + +
= +  

  рϒ
7 7 3 3 3 3

cos sin
6 6 2 6 2 6

i i
p p - + +å õ å õ
+ = +æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
  йтЯКм 

7 3 3
cos

6 2 6

p - +å õ
=æ ö

ç ÷
 м 

7 3 3
sin

6 2 6

p +å õ
=æ ö

ç ÷
. 

(3 АЧжЮϜ ϣКмвϮв дттЛϦ M ϣЧϲыЮϜ ϤϜϺ z ϨтϲϠ ( )
7

121
i

z k i e

på õ
æ ö
ç ÷= + Ϩтϲ k +Íy .

( )
7

121
i

z k i e

på õ
æ ö
ç ÷= + иϝжЛв 

7

12
i

Dz kz e

på õ
æ ö
ç ÷= ϙТϝЪт Az kz=  ϙТϝЪтм  OM kOA=

ggggd gggd
 м  k +Íy 

АЧжЮϜ ϣКмвϮв сЮϝϦЮϝϠмM  атЧϦЂвЮϜ РЊж ск[ )OA. 

ϨЮϝϪЮϜ дтϼвϦЮϜ: 

( )nu Ϡ̮ ϣТ̵ϼЛвЮϜ ϣтϸϸЛЮϜ ϣтЮϝϦϦвЮϜ :2

0 1u e= -сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ двм n ̪( ) 2

1 1 1n nu u e-+= + -. 

(1 ϞϝЂϲ 1u ̪2u м 3u. 

( ) 2 2 2

1 01 1 1 0u u e e e- -= + - = ³ - = ̪( ) 2 2

2 11 1 1u u e e- -= + - = - ̪

( ) ( )2 2 2 4

3 21 1 1 1u u e e e e- - - -= + - = - = -. 

(2 сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ ϤϝϠϪϖ n ̪1 0nu+ >. 

 ϝжтϸЮ2

01 u e+ = йжвм 01 0u+ > ЬϮϒ дв ϣϲтϲЊ ϣтЊϝ϶ЮϜ рϒ 0n=. 

 ̵дϒ ЌϼУж1 0nu+ > ̵дϒ дкϼϠжм 
11 0nu ++ >. 

 ϝжтϸЮ( ) 2

11 1n nu u e-++ = + ϣтЎϼУЮϜ ϞЂϲ ϝжтϸЮм 1 0nu+ > йжвм 11 0nu ++ >. 

ЬЪ ЬϮϒ дв йжϗТ ЙϮϜϼϦЮϝϠ ЬъϸϦЂъϜ ϒϸϠв ϞЂϲ йтЯКмn дв } ̪1 0nu+ >. 

(3 ϣтЮϝϦϦвЮϜ дϒ дттϠϦ ( )nuϣЊЦϝжϦв . 

 ϝжтϸЮ( ) ( ) ( )( )( )2 2 2

1 1 1 1 1 1 1n n n n n n nu u u e u u e u u e- - -

+- = + - - = + - + = + -  

 сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ ϝвϠмn ̪1 0nu+ > м 2 1 0e-- < дϗТ ( )( )21 1 0nu e-+ - < рϒ 1 0n nu u+- < 
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 ϣтЮϝϦϦвЮϜ сЮϝϦЮϝϠм( )nuϣЊЦϝжϦв . 

ЙϮϜϼϦЮϝϠ дϝкϼϠЮϜ ЬϝвЛϦЂϜ дЪвт. 
 сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ ЙϮϜϼϦЮϝϠ дкϼϠжЮn :1n nu u+<. 

 ϝжтϸЮ2

0 1u e= - м 
1 0u = йжвм 

1 0u u< ЬϮϒ дв ϣϲтϲЊ ϣтЊϝ϶ЮϜ рϒ 0n=. 

 дϒ ЌϼУж
1k ku u+< дϒ дкϼϠжм 

2 1k ku u+ +<. 

 ϝжтϸЮ
1k ku u+< иϝжЛв  

11 1k ku u++ < +  ϙТϝЪт ( ) ( )2 2

11 1k ku e u e- -

++ < + ϙТϝЪт 

( ) ( )2 2

11 1 1 1k ku e u e- -

++ - < + - рϒ  
2 1k ku u+ +<ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ ЙϮϜϼϦЮϝϠ ЬъϸϦЂъϜ ϒϸϠв ϞЂϲ ϭϦжϦЂж йтЯКм  

сЛтϠА ϸϸКn :1n nu u+< ϣтЮϝϦϦвЮϜ сЮϝϦЮϝϠм ( )nuϣЊЦϝжϦв . 

 сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв ϝжтϸЮn :1 0nu+ > рϒ 1nu >- ϣтЮϝϦϦвЮϜ йжвм ( )nu ϸϸЛЮϝϠ ЬУЂцϜ дв Ϣϸмϸϲв 1- ϝвϠм 

ϣϠϼϝЧϦв слТ ϣЊЦϝжϦв ϝлжϒ. 

(4ϒ (  дϒ ϤϝϠϪϖ( )nvЬ̵мцϜ ϝк̵ϸϲм ϝлЂϝЂϒ дттЛϦ ϞЯАт ϣтЂϸжк ϣтЮϝϦϦв . 

( ) ( )( )2 2

1 13 1 3 1n n n nv u u e e v- -

+ += + = + = дϺϖ  ( )nv ϝлЂϝЂϒ ϣтЂϸжк ϣтЮϝϦϦв 2e- Ь̵мцϜ ϝкϸϲм 

( ) 2

0 03 1 3v u e= + =. 

Ϟ(  ϣϠϝϦЪ
nv м nu ϣЮъϸϠ n. 

( )2 2 2 23 3
n

n

nv e e e- - += = 

 ϝжтϸЮ( )3 1n nv u= + йжвм  
1

1
3

n nu v= - рϒ 2 2 1n

nu e- += -. 

2 2lim 0n

n
e- +

­+¤
=   йжвм2 2lim lim 1 1n

n
n n

u e- +

­+¤ ­+¤
= - =-. 

 сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв ϝжтϸЮn :( )2 23
n

nv e e-=. 

 дϺϖ( ) ( ) ( )
0 1

2 2 2 2 2 2

0 1 ... 3 3 ... 3
n

nv v v e e e e e e- - -³ ³ ³ = ³ ³ ³ 

( ) ( ) ( ) ( )
( )1

1 0 1 ... 1
2 2 2 2 2

0 1 ... 3 3

n n
n n n

nv v v e e e e

+
+ + + + +

- -³ ³ ³ = = 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 112 2 2

0 1 ... 3 3 3
n n nn n n n

nv v v e e e e e
+ + +- + - -³ ³ ³ = ³ = ³ = 

 йжвм ( ) ( ) ( )( )
1

2 2

0 1ln ... ln 3 1 ln 3
n

n n

nv v v e n e
+

- -³ ³ ³ = = +  

 рϒ( )( )0ln ln ... ln 1 2 ln3n nv v v n n+ + + = + - + + 

ϣтжϝϪ ϣЧтϼА: 

 сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв ϝжтϸЮn ̪2 23 n

nv e- += иϝжЛв  ( )2 2 2 2ln ln 3 ln3 lnn n

nv e e- + - += = +  

 рϒln ln3 2 2nv n= + -. 

( )( ) ( )0 1ln ln ... ln ln3 2 2 0 ln3 2 2 1 ... ln3 2 2nv v v n+ + + = + - ³ + + - ³ + + + - 

( )( ) ( )0 1ln ln ... ln 1 ln3 2 2 0 1 ...nv v v n n+ + + = + + - + + + 

( )( )
( )

0 1

1
ln ln ... ln 1 ln3 2 2

2
n

n n
v v v n

+
+ + + = + + - 

( )( ) ( )0 1ln ln ... ln 1 ln3 2 1nv v v n n n+ + + = + + - + 

( )( )0 1ln ln ... ln 1 ln3 2nv v v n n+ + + = + + -. 

ЙϮϜϼϦЮϝϠ ϣтЊϝ϶ЮϜ пЯК ЬъϸϦЂшϜ дЪвт йжϒ ϝвЪ. 
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ЙϠϜϼЮϜ дтϼвϦЮϜ: 

(1 ϣтЛЎм ϸтϸϲϦ ϣтжϝтϠ Ϣ̭ϜϼЧϠ ()g пЮϖ ϣϠЂжЮϝϠ ()D. 

 ЬϝϮвЮϜ сТ] [0;a ̪()g  ЬУЂϒ ЙЧт()D. 

 ЬϝϮвЮϜ сТм] [;a+¤ ̪()g  ФмТ ЙЧт()D. 

()g м ()D  дтϦтϪϜϸϲшϜ ϤϜϺ ϣАЧжЮϜ сТ дϝЛАϝЧϦт( );lna a. 

(2 g ЬϝϮвЮϜ пЯК ϣТ̵ϼЛвЮϜ ϣЮϜϸЮϜ ] [0;+¤̮Ϡ  :() 3 lng x x x= - +. 

 атЦ ϞЂϲ ϬϝϦжϦЂϜ    x ϢϼϝІϖ ()g x. 

 ЬЪ ЬϮϒ дв ФϠϝЂЮϜ ЬϜϔЂЮϜ ϞЂϲ ϝжтϸЮ] [0;x aÍ :( )ln 3 0x x- - + < рϒ () 0g x <. 

 ЬЪ ЬϮϒ двм] [;x aÍ +¤ :( )ln 3 0x x- - + > рϒ () 0g x >. 

 ЬϮϒ двмx a= :( )ln 3 0a a- - + = рϒ  () 0g a =. 

(3 ̵дϒ ФЧϲϦЮϜ 2,2 2,3a< <. 

ϣЮϜϸЮϜg ЬϝϮвЮϜ пЯК ϝвϝвϦ ϢϸтϜϾϦвм ϢϼвϦЂв ] [0;+¤ ЬϝϮвЮϜ пЯК ЈмЊ϶ЮϝϠм [ ]2,2;2,3 ϝжтϸЮм ( )2,2 0,01g º- 

 м( )2,3 0,13g º рϒ ( ) ( )2,3 2,3 0g g³ < ̪ϣАЂмϦвЮϜ атЧЮϜ ϣжкϼϠв ϞЂϲ дϺϖ () 0g a = Ϩтϲ 

2,2 2,3a< < 

II( f  ЬϝϮвЮϜ пЯК ϣТϼЛвЮϜ ϣЮϜϸЮϜ] [0;+¤̮Ϡ  :() ()( )
1

1 ln 2f x x
x

å õ
= - -æ ö
ç ÷

. 

(1 ϞϝЂϲ ()
0

lim
x

f x
>
½½­

 м ()lim
x

f x
­+¤
. 

0

1
lim 1

x x>
½½­

å õ
- =-¤æ ö
ç ÷

 м ()
0

lim ln 2
x

x
>
½½­

- =-¤ йжвм () ()( )
0 0

1
lim lim 1 ln 2

x x

f x x
x> >

½½­ ½½­

å õ
= - - =+¤æ ö

ç ÷
. 

1
lim 1 1

x x­+¤

å õ
- =æ ö
ç ÷

 м ()lim ln 2
x

x
­+¤

- =+¤ йжвм () ()( )
1

lim lim 1 ln 2
x x

f x x
x­+¤ ­+¤

å õ
= - - =+¤æ ö

ç ÷
. 

(2 ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ ϤϝϠϪϖ x дв ] [0;+¤ :()
()

2
'

g x
f x

x
=. 

() ( ) ( )
()

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 ln 2 1
' ln 2 1 ln 2

g xx x x
f x x x

x x x x x x x x x

- - -å õ å õ
= - + - = - + = + =æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
 

 ϣЮϜϸЮϜ ϤϜϼ̵тПϦ ЬмϸϮf. 
+¤  a                     0 x 
 + 0 - ()'f x 

+¤ +¤ 
 

                  ()f a 

()f x 

 
 

 ϝжтϸЮln 3a a=- +  

  йжвм() ( ) ( ) ( )
( )

2
11 1 1

1 ln 2 1 3 2 1f
aa

a a a a
a a a a

- --å õ å õ å õ
= - - = - - + - = - + =æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷

. 

 ϸϸЛЯЮ ϜϼЊϲ ϬϝϦжϦЂϜ()f a. 

 ϝжтϸЮ2,2 2,3a< < ϙТϝЪт 1,2 1 1,3a< - < ϙТϝЪт ( )
2

1,44 1 1,69a< - < дϺϖ 
( )

2
11,44 1,69

2,3 2,2

a

a

-
< < 
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 рϒ
( )

2
1

0,62 0,77
a

a

-
< < йтЯКм ()0,77 0,62f a- < <-. 

(4 ϣтЛЎм ϣЂϜϼϸ ( )fCЬЊϜмУЮϜ ϼмϲв Ьвϝϲ пЮϖ ϣϠЂжЮϝϠ . 

 ϢϼϝІϖ Ѐϼϸж ШЮϺ ЬϮϒ дв()f x. 

() ()( ) ( )( )
1 1

1 ln 2 1 ln 2f x x x x
x x

å õ
= - - = - -æ ö
ç ÷

 

+¤ 2e 1 0 x 

 +  +       0 - 1x - 
    +  0  - - ln 2x - 
 +  -  +()f x 

( )fC  дтЮϝϮвЮϜ сТ ЬЊϜмУЮϜ ϼмϲв ФмТ] [0;1 м 2;eø è+¤ú ê м ( )fC ЬϝϮвЮϜ сТ ЬЊϜмУЮϜ ϼмϲв ϤϲϦ 21;eø èú ê. 

 м( )fC  ϝвлтϦЯЊϝТ дтϦЯЮϜ дтϦАЧжЮϜ сТ ЬЊϜмУЮϜ ϼмϲв ЙАЧт1 м  2e. 

аЂϼЮϜ 

III( FϣЮϜϸЯЮ ϣтЯЊцϜ ϣЮϜϸЮϜ f ЬϝϮвЮϜ пЯК ] [0;+¤ФЧϲϦ сϦЮϜм : ()1 3F =-   

(1  ϣЮϜϸЮϜ пжϲжв дϒ дттϠϦ FЭЊϜнУЮϜ ϼнϳгЮ еутϾϜнв еуЂϝгв ЭϡЧт . 

сЧтЧϲ ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв ϝжтϸЮx ЬϝϮвЮϜ дв ] [0;+¤ :() ()'F x f x=. 

()' 0F x = сжЛϦ () 0f x = йжвм  1x = мϒ 2x e=. 

 сЮϝϦЮϝϠм  ϣЮϜϸЮϜ пжϲжвFеуϧГЧзЮϜ ϹзК ЭЊϜнУЮϜ ϼнϳгЮ еутϾϜнв еуЂϝгв ЭϡЧт   

 ϝглуϧЯЊϝТ еуϧЯЮϜ1 м  2e. 

(2 ̵дϒ дттϠϦ lnx x x x-S ϣЮϜ̵ϸЯЮ ϣтЯЊϒ ϣЮϜϸ ск lnx xS пЯК ] [0;+¤. 

 ЙЎж() lnh x x x x= - йжвм  ()
1

' ln 1 ln 1 1 lnh x x x x x
x

= + ³ - = + - = 

 ϣЮϜϸЮϜ йтЯКмh ϣЮϜϸЯЮ ϣтЯЊϒ ϣЮϜϸ ск lnx xS пЯК ] [0;+¤. 

 ϢϼϝϠК ϬϝϦжϦЂϜF .

 ϝжтϸЮ() ( )
1 1 1

1 ln 2 ln 2 ln 2f x x x x
x x x

å õ
= - - = - - +æ ö
ç ÷

 

 йжвм() ( )
21

ln 2 ln 2ln
2

F x x x x x x x l= - - - + + Ϩтϲ lÍy 

 рϒ() ( )
21

ln 3 ln 2ln
2

F x x x x x x l= - - + + 

 ̵дϒ ϝвϠ()1 3F =- дϗТ 3 3l- + =- рϒ 0l= дϺϖ () ( )
21

ln 3 ln 2ln
2

F x x x x x x= - - +. 

̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮̮ 
сжϝϪЮϜ ИмЎмвЯЮ Ь̵ЊУвЮϜ ЬϲЮϜ: 

Ь̵мцϜ дтϼвϦЮϜ: 
 ϝжтϸЮ( )2;4;1A ̪( )0;4; 3B - ̪( )3;1; 3C - м ( )1;0; 2D -. 

ϓА϶ мϒ ϱтϲЊϠ ϣϠϝϮшϜ. 

(1 ϝжтϸЮ ( )2;0; 4AB - -
gggd

 м ( )1; 3; 4AC - -
ggggd

 м 
2 0

1 3

-
¸
-

 АЧжЮϜ йжвм ϝтА϶ дтАϠϦϼв ϼтО дϝКϝЛІЮϜ дϺϖ A ̪B м C 

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

5

-1

0 1

1

x

y
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 ϢϼϝϡЛЮϜ йуЯКм ϝтнϧЃв е̵уЛϦ(1ϣϳуϳЊ . 

(2 2 2 11 0x y z+ - - = рмϦЂвЯЮ ϣтϦϼϝЪтϸ ϣЮϸϝЛв ( )ABC. 

 ϝжтϸЮ2 2 11 4 8 1 11 0A A Ax y z+ - - = + - - = ̪2 2 11 0 8 3 11 0B B Bx y z+ - - = + + - =  

 м2 2 11 6 2 3 11 0C C Cx y z+ - - = + + - = АЧжЮϜ ϤϝтϪϜϸϲϖ йжвм A ̪B м C ϢϼϝϠЛЮϜ йтЯКм ϢϝАЛвЮϜ ϣЮϸϝЛвЮϜ ФЧϲϦ 

ϣϲтϲЊ. 

(3 ϣАЧжЮϜ ( )3;2; 1E - ϣАЧжЯЮ рϸмвЛЮϜ АЧЂвЮϜ ск D рмϦЂвЮϜ пЯК ( )ABC. 

ϝжтϸЮ( )2;2;1DE
gggd

 м  ( )2;2; 1n -
gd

 рмϦЂвЯЮ свДϝж ИϝЛІ ( )ABC м 
2 1

2 1
¸
-

 дϝКϝЛІЮϜ дϺϖ DE
gggd

 м n
gd

 ϼтО  

ϣϚАϝ϶ ϢϝАЛвЮϜ ϢϼϝϠЛЮϜ йтЯКм ϝтА϶ дтАϠϦϼв. 

(4 дϝвтЧϦЂвЮϜ ( )AB м ( )CDрмϦЂвЮϜ ЀУж дв  .

 АЧжЮϜ ЬвІт ϸтϲм мϦЂв ϸϮмт йжϒ ϝвϠA ̪B м C ϣАЧжЮϜм D дϝвтЧϦЂвЮϜ дϗТ рмϦЂвЮϜ ϜϺк дК ϣϮϼϝ϶ ( )AB м 

( )CDϣϚАϝ϶ ϢϝАЛвЮϜ ϢϼϝϠЛЮϜ йтЯКм рмϦЂвЮϜ ЀУж дв ϝЂтЮ  .

(5 

2 1

1 ;

1

x t

y t t

z t

= -ë
î
= - Íì

î =- -í

y атЧϦЂвЯЮ сАтЂм ЬтϪвϦ ( )CD .

 ϝжтϸЮ( )2;1; 1DC -
ggggd

 атЧϦЂвЯЮ йтϮмϦ ИϝЛІ  ( )CD .

( )( ); ;M x y z CDÍ сЧтЧϲ ϸϸК ϸϮмт иϝжЛв l ϨтϲϠ DM DCl=
ggggd ggggd
 

 йжвм

2 1

;

2

x

y

z

l

l l

l

= +ë
î
= Íì

î =- -í

y Ϻ϶ϓϠм 1tl= - ϸϮж 

( )

( )

2 1 1

1 ;

1 2

x t

y t t

z t

ë = - +
î
= - Íì

î =- - -í

y рϒ 

2 1

1 ;

2

x t

y t t

z t

= -ë
î
= - Íì

î =- -í

y 

ϣϲтϲЊ ϢϼϝϠЛЮϜ йтЯКм .

(6 дϝтЧтЧϲ дϜϸϸК ϸϮмт a м b ϣАЧжЮϜ Ϩтϲ 
3 9

;4;
5 5

I
å õ

-æ ö
ç ÷

 ϣЯвϮЮϜ ϱϮϼв ( )( ){ }; ; ;A Ba b .

 ϝжтϸЮ
7 14

;0;
5 5

IA
å õ
æ ö
ç ÷

ggd
 м 

3 6
;0;

5 5
IB
-å õ

-æ ö
ç ÷

ggd
 дϺϖ 

7

3
IA IB=-
ggd ggd

 йтЯКм 3 7IA IB=-
ggd ggd

 рϒ 3 7 0IA IB+ =
ggd ggd d

 .

 дϺϖ( )( ); 3;7a b=ϣϲтϲЊ ϢϼϝϠЛЮϜ йтЯКм . 

сжϝϪЮϜ дтϼвϦЮϜ: 

62
i

Az e
p

= ̪ 
B Az z=- м ( )C A Bz z z=- +. 

(1ϒ (  ϣϠϝϦЪBz м CzсЂцϜ ЬЪІЮϜ пЯК . 

5

66 6 62 2 2 2
ii i i

i
ABz z e e e e e

pp p pp
p

å õ
-- - æ ö

ç ÷=- =- = ³ = = 

( ) 22 2
i

C A Az z z i e
p

-

=- - =- = 

Ϟ(  АЧжЮϜ дϒ ϬϝϦжϦЂϜA ̪B м C ϢϼϚϜϸ пЮϖ свϦжϦ ()g ϝкϼАЦ РЊжм ϝкϾЪϼв дттЛϦ ϞЯАт. 

 ϝжтϸЮ2A B Cz z z= = = иϝжЛв 2OA OB OC= = = АЧжЮϜ дϺϖ A ̪B м C ϢϼϚϜϸЮϜ пЮϖ свϦжϦ ()gϝкϾЪϼв сϦЮϜ  

O ϝкϼАЦ РЊжм 2. 

̮Ϯ(  ϢϼϚϜϸЮϜ ̭ϝІжϖ()g АЧжЮϜм A ̪B м C. 
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(2ϒ (  дϒ ФЧϲϦЮϜ3
i

B C

B A

z z
e

z z

p
--

=
-

. 

3
3 2 3 3 1 3

2 23 3 2 3

i
B C

B A

z z i i i
i e

z z i i

p
-- - + + - +

= = = - =
- - + - - -

. 

Ϟ(  ϨЯϪвЮϜ дϒ ϬϝϦжϦЂϜABC ϣАЧжЮϜ дϒм ИыЎцϜ ЀтϝЧϦв OϨЯϪвЮϜ ϜϺк ЬЧϪ ϾЪϼв . 

  ϝжтϸЮ3
i

B C

B A

z z
e

z z

p
--

=
-

  иϝжЛв  3
i

C B

A B

z z
e

z z

p
--

=
-

 йжвм 1C B

A B

z z

z z

-
=

-
 м arg

3

C B

A B

z z

z z

på õ-
=-æ ö

-ç ÷
 

 ̵дϒ сжЛт ϜϺкмBC BA= м ( );
3

BA BC
p-

=
gggd gggd

 ϨЯϪвЮϜ сЮϝϦЮϝϠм ABC ϢϼϚϜϸЮϜ ϾЪϼв дмЪтТ ИыЎцϜ ЀтϝЧϦв 

 рϒ йЯЧϪ ϾЪϼв ск йϠ ϣАтϲвЮϜOйЯЧϪ ϾЪϼв ск . 

̮Ϯ(  ̭ϝІжϖм дттЛϦ()E  АЧжЮϜ ϣКмвϮв M Ϩтϲ ϣЧϲыЮϜ ϤϜϺ 3z z i= - -. 

3z z i= - - сжЛϦ ( )3z z i= - + рϒ OM AM= сЮϝϦЮϝϠм ()E ϣЛАЧЮϜ ϼмϲв ск [ ]OA. 

(3 дϜϼмϸЮϜ ϣтмϜϾ дттЛϦ ̮ ϒ r иϾЪϼв рϺЮϜ O Ьмϲтм C пЮϖ A. 

26
6 2 3

2

2

2

i
i i

A

i
C

z e
e e

z
e

p
p p p

p

å õ
+æ ö

ç ÷

-

= = = дϜϼмϸЮϜ йтмϜϾ дϺϖ r ск 
2

3

p
. 

ϣУЯϦ϶в ϣЧтϼА 

( )( )( )( )( ) ( ) ( )
2

; ; ; ; ; arg arg
6 2 3

A COC OA OC u u OA u OA u OC z z
p p p

= + = - = - = + =
gggd gggd gggd d d gggd d gggd d gggd
 

 ϝжтϸЮмOA OC=  дϜϼмϸЮϜ ϣтмϜϾ йжвм r ск 
2

3

p
. 

Ϟ(  ϢϼмЊ дϒ дϝтϠϦ()E дϜϼмϸЮϝϠ r ϣЛАЧЮϜ ϼмϲв ск [ ]OB .

 ϝжтϸЮABC иϾЪϼв аДϦжв ЙЯЎв O дϺϖ ( ) ( )
2

; ;
3

OC OA OA OB
p

= =
gggd gggd gggd gggd

дϒ сжЛт ϜϺкм BϣАЧжЮϜ ϢϼмЊ ск A 

дЪϦЮM дв ϣАЧж ()E ̫'M дϜϼмϸЮϝϠ ϝлϦϼмЊ .

 ϝжтϸЮ()r A B= м ( ) 'r M M= дϗТ дϜϼмϸЯЮ ϢϾтввЮϜ ϣтЊϝ϶ЮϜ ϞЂϲ дϺϖ 'OM OM= м 'AM BM= 

 ϝжтϸЮмOM AM= йжвм ' 'OM BM= дϒ сжЛт ϜϺкм 'M ϣЛАЧЮϜ ϼмϲвЮ свϦжϦ [ ]OB .

 йтЯКм ϢϼмЊ()E дϜϼмϸЮϝϠ r ϣЛАЧЮϜ ϼмϲв ск [ ]OB. 

ϨЮϝϪЮϜ дтϼвϦЮϜ: 

(1 ϣЮϜϸЮϜ ϼ̵тПϦ иϝϮϦϖ дттЛϦ f. 

ϣЮϜϸЮϜf пЯК ФϝЧϦІшϜ ЬϠЧϦ [ [0;+¤ ϝжтϸЮм ()
( )

( ) ( )
2 2

4 1 4 1 3
'

1 1

x x
f x

x x

+ - -
= =

+ +
. 

сЧтЧϲ ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ двx ЬϝϮвЮϜ дв [ [0;+¤ ϝжтϸЮ ()' 0f x > ϣЮϜϸЮϜ сЮϝϦЮϝϠм f пЯК ϝвϝвϦ ϢϸтϜϾϦв [ [0;+¤. 

(2 ϣтЛЎм ϣЂϜϼϸ ( )fC атЧϦЂвЮϜ пЮϖ ϣϠЂжЮϝϠ ( )D. 

 дЪтЮx ЬϝϮвЮϜ дв ϝтЧтЧϲ ϜϸϸК [ [0;+¤. 
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()
( )

2 2

2

3 13 3 13

2 24 1 4 1 3 1

1 1 11

x x
x x x x x x

f x x x
x x xx

å õå õ+ - +
- + +æ öæ ö

+ + - - - + +ç ÷ç ÷- = - = = =
+ + ++

 

сЧтЧϲ ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ двx ЬϝϮвЮϜ дв [ [0;+¤ ̪

3 13

2
0

1

x

x

å õ- +
+æ ö

ç ÷>
+

 ϢϼϝІϖ йжвм  ()f x x-ϢϼϝІϖ ЬϪв  

 
3 13

2
x

å õ+
- +æ ö
ç ÷
. 

+¤ 
3 13

2

+
 0 

x 

 -        0  + ()f x x- 

 ( )fC ϤϲϦ ( )D                      ( )fC ФмТ ( )D 

  ( )fC м ( )D 

 ϤϜϺ ϣАЧжЮϜ сТ дϝЛАϝЧϦт                     

  дтϦтϪϜϸϲшϜ              
3 13 3 13

;
2 2

å õ+ +
æ ö
ç ÷
 

 
ϣтЛЎмЮϜ 

 
 

II(  дтϦтЮϝϦϦвЮϜ ϼϠϦЛж( )nu м ( )nvсЯт ϝвЪ дтϦТϼЛвЮϜ  :
( )

0

1

2

n n

u

u f u+

=ëî
ì

=îí
 м 

( )
0

1

5

n n

v

v f v+

=ëî
ì

=îí
. 

(1ϒ (  ϸмϸϲЮϜ ЬЊϜмУЮϜ ϼмϲв пЯК ̭ϝІжϖ
0u ̪1u ̪2u ̪3u ̪0v ̪1v ̪2v м  3v. 

Ϟ(  дтϦтЮϝϦϦвЮϜ дв ЬЪ ϞϼϝЧϦм ϼтПϦ иϝϮϦϜ дтв϶Ϧ( )nu м ( )nv. 

 ϣтЮϝϦϦвЮϜ дϒ мϸϠт ЬЪІЮϜ ϞЂϲ( )nuм ϢϸтϜϾϦв ( )nv ϸϸЛЮϜ мϲж дϝϠϼϝЧϦтм ϣЊЦϝжϦв 
3 13

2

+
. 

(2ϒ (  сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ ϤϝϠϪϖn ̪2 nu a¢ < м 5nva< ¢. 

 ϝжтϸЮ02 u a¢ < ЬϮϒ дв ϣϲтϲЊ ϣтЊϝ϶ЮϜ йжвм 0n=. 

 дϒ ЌϼУж2 nu a¢ < сЛтϠА ϸϸК ЬϮϒ дв n ϣтЊϝ϶ЮϜ ϣϲЊ дкϼϠжм 12 nu a+¢ <. 

2 nu a¢ < иϝжЛв () ( ) ()2 nf f u f a¢ <ϣЮϜϸЮϜ дц f ЬϝϮвЮϜ пЯК ϝвϝвϦ ϢϸтϜϾϦв [ [0;+¤. 

 дϒ ϝвϠ( )1n nu f u+= м ()f a a= м  ()2 3f = дϺϖ  
13 nu a+¢ < рϒ 12 nu a+¢ <. 

 сЛтϠА ϸϸК ЬϮϒ дв дмЪт ЙϮϜϼϦЮϝϠ ЬъϸϦЂъϜ ϒϸϠв ϞЂϲ йжвмn ̪2 nu a¢ <. 

 ϝжтϸЮ ШЮϺЪм0 5va< ¢ ЬϮϒ дв ϣϲтϲЊ ϣтЊϝ϶ЮϜ йжвм 0n=. 

 дϒ ЌϼУж5nva< ¢ сЛтϠА ϸϸК ЬϮϒ дв n ϣтЊϝ϶ЮϜ ϣϲЊ дкϼϠжм 1 5nva +< ¢. 

5nva< ¢ иϝжЛв () ( ) ()5nf f v fa< ¢ϣЮϜϸЮϜ дц f ЬϝϮвЮϜ пЯК ϝвϝвϦ ϢϸтϜϾϦв [ [0;+¤. 

 дϒ ϝвϠ( )1n nv f v+= м ()f a a= м  ()
7

5
2

f = дϺϖ  1

7

2
nua +< ¢ рϒ 1 5nva +< ¢. 

 сЛтϠА ϸϸК ЬϮϒ дв дмЪт ЙϮϜϼϦЮϝϠ ЬъϸϦЂъϜ ϒϸϠв ϞЂϲ йжвмn ̪5nva< ¢ .
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Ϟ(   дтϦтЮϝϦϦвЮϜ ϼ̵тПϦ иϝϮϦϜ ϬϝϦжϦЂϜ( )nu м ( )nv. 

сЧтЧϲ ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв ϝжтϸЮx ЬϝϮвЮϜ дв [ [0;a ̪() 0f x x- >сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ ϝвϠм  n̪ 

2 nu a¢ < дϗТ ( ) 0n nf u u- > рϒ  
1 0n nu u+- > ϣтЮϝϦϦвЮϜ йтЯКм ( )nuϢϸтϜϾϦв . 

 сЧтЧϲ ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ двмx ЬϝϮвЮϜ дв ] [;a+¤ ϝжтϸЮ () 0f x x- <сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ ϝвϠм n ̪

5nva< ¢ дϗТ ( ) 0n nf v v- < рϒ 
1 0n nv v+- < ϣтЮϝϦϦвЮϜ йтЯКм  ( )nvϣЊЦϝжϦв . 

(3ϒ (  сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ дϝтϠϦn ̪( )1 1

1

3
n n n nv u v u+ +- ¢ -. 

( )( )1 1

4 1 4 1 4 . 4 1 4 . 4 1

1 1 1 1

n n n n n n n n n n
n n

n n n n

v u v u v u v u v u
v u

v u v u
+ +

+ + + + + - - - -
- = - =

+ + + +
 

( )( )
( )

( )( )1 1

33 3

1 1 1 1

n nn n
n n

n n n n

v uv u
v u

v u v u
+ +

--
- = =

+ + + +
 

 сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв ϝжтϸЮn ̪2nu ² иϝжЛв 1 3nu + ² м  2nv ² дц  5nva< ¢ иϝжЛв 1 3nv + ² 

 дϺϖ( )( )1 1 9n nv u+ + ² ϙТϝЪт  
( )( )

3 1

1 1 3n nv u
¢

+ +
 сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ ϝвϠм  n ̪n nv u> 

 ̵дϗТ
( )

( )( )
( )

3 1

1 1 3

n n

n n

n n

v u
v u

v u

-
¢ -

+ +
 рϒ ( )1 1

1

3
n n n nv u v u+ +- ¢ -. 

Ϟ(  сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв йжϒ дттϠϦn ̪
1

1
0

3

n

n nv u

-

å õ
< - <æ ö

ç ÷
. 

 ϝжтϸЮ
0 0 5 2 3v u- = - = м  

0 1 1
1 1

3
3 3

- -

å õ å õ
= =æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
 рϒ  

0 1

0 0

1

3
v u

-

å õ
- ¢æ ö

ç ÷
 ЬϮϒ дв ϣϲтϲЊ ϣтЊϝ϶ЮϜ йжвм  0n=. 

 ̵дϒ ЌϼУж
1

1

3

n

n nv u

-

å õ
- <æ ö

ç ÷
 дϒ дкϼϠжм 

1 1

1 1

1

3

n

n nv u

+ -

+ +

å õ
- <æ ö

ç ÷
 дϒ дкϼϠж рϒ  1 1

1

3

n

n nv u+ +

å õ
- <æ ö

ç ÷
. 

 ϝжтϸЮ
1

1

3

n

n nv u

-

å õ
- <æ ö

ç ÷
 иϝжЛв  ( )

1
1 1 1

3 3 3

n

n nv u

-

å õ
- <æ ö

ç ÷
 рϒ  ( )

1 1

3 3

n

n nv u
å õ

- <æ ö
ç ÷

 ФϠϝЂЮϜ ЬϜϔЂЮϜ ϞЂϲ ϝжтϸЮм  

сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ двn ̪( )1 1

1

3
n n n nv u v u+ +- ¢ - йжвм  1 1

1

3

n

n nv u+ +

å õ
- <æ ö

ç ÷
  

 сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв йтЯКмn ̪
1

1

3

n

n nv u

-

å õ
- <æ ö

ç ÷
. 

сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв ϝжтϸЮ оϼ϶ϒ ϣлϮ двмn ̪nu a< м  nv a> йжвм  n nv u> рϒ  0n nv u- >. 

сЛтϠА ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв сЮϝϦЮϝϠмn :
1

1
0

3

n

n nv u

-

å õ
< - <æ ö

ç ÷
. 

̮Ϯ(  дϒ ϬϝϦжϦЂϜ( )lim 0n n
n

v u
­+¤

- =. 

 ̵дϒ ϝвϠ
1

1
lim 0

3

n

n

-

­+¤

å õ
=æ ö

ç ÷
 дϒ ϭϦжϦЂж ϣжϼϝЧвЮϝϠ ϤϝтϝлжЮϜ ϞЂϲ ( )lim 0n n

n
v u

­+¤
- = .
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 дв ЬЪ ϣтϝлж ϸтϸϲϦ( )nu м ( )nv. 

 ϣтЮϝϦϦвЮϜ ϝжтϸЮ( )nu ϣтЮϝϦϦвЮϜм ϢϸтϜϾϦв ( )nv м ϣЊЦϝжϦв ( )lim 0n n
n

v u
­+¤

- = дϝϦтЮϝϦϦвЮϜ дϺϖ ( )nu м ( )nv  дϝϦϼмϝϮϦв

 ϣтϝлжЮϜ ЀУж ϝвлЮм дϝϦϠϼϝЧϦв ϝвлТ.̂ 

 дϒ ϝвϠ( )nu дϗТ ϣϠϼϝЧϦв 
1lim limn n

n n
u u+

­+¤ ­+¤
= =̂ ϝжтϸЮм ( )1n nu f u+=ϣЮϜϸЮϜм f пЯК ϢϼвϦЂв [ [0;+¤ дϺϖ  

()f=̂ ^  ФϠЂϝв ϞЂϲм 
3 13

2

+
=̂ сЮϝϦЮϝϠм  

3 13
lim lim

2
n n

n n
u v

­+¤ ­+¤

+
= =. 

ЙϠϜϼЮϜ дтϼвϦЮϜ: 

I( g  пЯК ϣТϼЛвЮϜ ϣЮϜϸЮϜy̮Ϡ  :() 2 21 2 xg x x e -= - -. 

(1 ϣЮϜϸЮϜ ϼ̵тПϦ иϝϮϦϜ ϣЂϜϼϸ g. 

 ϣЮϜϸЮϜg пЯК ФϝЧϦІъϜ ЬϠЧϦ y ϝжтϸЮм () ( )2 2 2 2' 2 2 2 1x xg x e e- -=- - =- +. 

 сЧтЧϲ ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ двx ϝжтϸЮ ()' 0g x < ϣЮϜϸЮϜ йжвм g пЯК ϝвϝвϦ ϣЊЦϝжϦв y. 

(2 ϣЮϸϝЛвЮϜ дϒ дттϠϦ () 0g x = Ϝϸтϲм ыϲ ЬϠЧϦ a сТ y. 

 ϝжтϸЮ() 2 2lim lim 1 2 x

x x
g x x e -

­-¤ ­-¤
= - - =+¤ м 

() ( )
2 2

2 2 1 2
lim lim 1 2 lim 2 2

2 2 2 2

x
x

x x x

x e
g x x e x

x x

-
-

­+¤ ­+¤ ­+¤

å õ-
= - - = - - =-¤æ ö

- -ç ÷
 

 ϣЮϜϸЮϜ йжвмg пЯК ϝвϝвϦ ϣЊЦϝжϦвм ϢϼвϦЂв y сТ ϝлвтЦ Ϻ϶ϓϦм yсЧтЧϲ ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв дϺϖ k ϣЮϸϝЛвЮϜ 

()g x k= сТ Ϝϸтϲм ыϲ ЬϠЧϦ y ϣЮϸϝЛвЮϜ Ј϶цϝϠм () 0g x = Ϝϸтϲм ыϲ ЬϠЧϦ a сТ y. 

 ̵дϒ ФЧϲϦЮϜ0,36 0,37a< <. 

( )0,36 0,002g º м ( )0,37 0,02g º-  дϺϖ( ) ( )0,36 0,37 0g g³ < йжвм 0,36 0,37a< <. 

(3 ϢϼϝІϖ ϬϝϦжϦЂϜ ()g x пЯК y. 

 ϣЮϜϸЮϜ ϝжтϸЮg пЯК ϝвϝвϦ ϣЊЦϝжϦв y. 

 дϝЪ ϜϺϖx a< дϗТ () ()g x g a> рϒ () 0g x >. 

 дϝЪ ϜϺϖx a> дϗТ () ()g x g a< рϒ () 0g x < ̵дϒ ϝвЪ ̫ () 0g a =. 

II( f  пЯК ϣТϼЛвЮϜ ϣтϸϸЛЮϜ ϣЮϜϸЮϜy̮Ϡ  :() 2 2 1xf x xe x+= - +. 

(1ϒ (  ̵дϒ дттϠϦ() ( )2 2' xf x e g x+= -. 

() ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2' 2 1 1 2x x x x xf x e xe e x e e g x+ + + - - += + - = + - = -. 

Ϟ(  ϢϼϝІϖ()'f x ϢϼϝІϖ ЬϪв ( )g x-. 

 дϝЪ ϜϺϖx a<- дϗТ x a- > йжвм ( ) 0g x- < рϒ ()' 0f x <. 

 дϝЪ ϜϺϖx a>- дϗТ x a- < йжвм ( ) 0g x- > рϒ ()' 0f x >. 

 ϣЮϜϸЮϜ сЮϝϦЮϝϠмg пЯК ϝвϝвϦ ϣЊЦϝжϦв ] ]; a-¤ - пЯК ϝвϝвϦ ϢϸтϜϾϦвм [ [;a- +¤. 

(2 ϣтϝлж ϞϝЂϲ f ϸжК +¤ м -¤. 

2 2 2 21
lim lim 2 0

2

x x

x x
xe e xe+

­-¤ ­-¤
= ³ = йжвм   () 2 2lim lim 1x

x x
f x xe x+

­-¤ ­-¤
= - + =+¤. 

() 2 2 1
lim lim 1x

x x
f x x e

x

+

­+¤ ­+¤

å õ
= - + =+¤æ ö

ç ÷
 .
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ϣЮϜϸЮϜ ϤϜϼ̵тПϦ ЬмϸϮf. 

+¤ a- -¤ x 

 +      0 - ()'f x 

+¤ +¤ 
 

                 ( )f a- 

()f x 

 
 

(3 ϞϝЂϲ ()lim 1
x

f x x
­-¤
è + - øê ú. 

() 2 2 2 21
lim 1 lim lim 2 0

2

x x

x x x
f x x xe e xe+

­-¤ ­-¤ ­-¤
è + - ø= = ³ =ê ú 

 йжвм( )fC йϦЮϸϝЛв ЬϚϝв ϞϼϝЧв атЧϦЂв ЬϠЧт 1y x=- + ϼϜмϲϠ -¤. 

(4 пжϲжвЮϜ ϣтЛЎм ϣЂϜϼϸ ( )fC атЧϦЂвЮϜ пЮϖ ϣϠЂжЮϝϠ ()D. 

() 2 21 xf x x xe ++ - =сЧтЧϲ ϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв ̫x ̪2 2 0xe + > ϢϼϝІϖ йжвм  () 1f x x+ - ϢϼϝІϖ ЀУж ск x. 

+¤                           0                       -¤ x 

                   +               0             - () 1f x x+ - 

 ( )fC ФмТ ()D                    ( )fC ϤϲϦ ()D 

                        ( )fC м  ()D 

 ϤϜϺ ϣАЧжЮϜ сТ дϝЛАϝЧϦт                     
  дтϦтϪϜϸϲшϜ                      ( )0;1. 

 
ϣтЛЎмЮϜ 

 
 

(5 ̭ϝІжϜ ()D м ( )fC. 

 
 
 
 


